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Abstract. 

In this paper we study the relation between affine manifolds and symplectic 
geometry, Liberman and Weinstein have shown that a leaf of a lagrangian folia- 
tion is endowed with an affine structure, we translate properties, and conjectures 
of affine manifolds in symplectic geometry. This allows to show the Auslander 
to be true if the linear holonomy is contained in Gl(n,E). 



QQ ■ Une variete symplectique (M, uj) de dimension 2n, est une variete difFerentiable 

K^ I M, munie d'une 2— forme fermee oj, telle que A"oj soit une forme volume de M. 

Un feuilletage T de dimension n, de M est lagrangien si et seulement si les 
feuilles de £. sont isotropes pour w, ce qui est equivalent a dire que la restriction 
^^ ■ de la forme symplectique sur chacune des feuilles est nuUe. 

f^ I Weinstein a montre que les feuilles d'un feuilletage lagrangien sont munies 

Tij" ■ d'une structure de varietes afRnes, i.e d'une connexion dont les tenseurs de 

^^ \ courbure et de torsion sont nulles. Une telle construction similaire avait ete 

effectuee par Paulette Libermann. 

Rappelons la construction de Dazord de la connection dc Libermann- Weinstein: 
r^ ■ Solent Lq ^hs fcuillc de C, x(>C) I'algebre des champs de vecteurs tangents a £, 

" ' et x(n(£)) I'ensemble des sections du fibre normal de C. 

La connexion de Bott du feuilletage C est definie sur xi^) ^ x{^{^)) P^r: 



VxY ^u{[XX]) 

oil Y' est un element de x(-^^) au-dessus de Y , et u la projection canonique 
X(M) -^ x(ri(£)). Cette connexion induit sur le dual {x{n{C)))* une connection 
V definie par la formule classique: 

V:^/(t)=Lx(/(i))-/(Vxi) 

La dualite symplectique permet d'identifier x(.^) ^ (xl^l-^)))* puisque C est 
un feuilletage lagrangien. Par cette identification, la connection V' induit sur 
chaque feuille io de C une connexion V^p dont les tenseurs de courbure et de 
torsion sont nuls. Ceci est equivalent a definir la structure differentielle de Lq 
par un atlas dont les fonctions de transitions sont des applications affines. 



Considerons un systeme de coordonnees de Darboux (91, .., (7„,pi, ..,p„) adapte 
au feuilletage, dans ce systeme le feuilletage est defini par les equations dqi = 
... = dqn ~ 0. Les coordonnees (pi,..,p„) definissent la structure afRne de 
Libermann-Weinstein. 

La connexion V^g est le dual de la connexion de Bott. On en deduit ainsi 
un isomorphisme entre I'holonomie de V^^ et I'holonomic infinitesiniale de C 
en Lq. Le but de ce papier et de transcrire les proprietes des varietes affines 
en utilisant le dictionnaire defini par la geometric lagrangienne. La topologie 
des varietes symplectiques compactes a ete etudiee par divers auteurs, Donald- 
son a montre I'existence de sous- varietes symplectiques en toutes codimensions, 
Auroux a etudie I'existence de deformations continues de ces varietes symplec- 
tiques. On se sert de ces constructions pour demontrer la conjecture d'Auslander 
lorsque I'holonomic lineaire est contenue dans Gl(n,]Z). Puis nous d'etendons 
le principe dc reduction de Molino en utilisant la notion de tour de torseurs. 

Conjecture d'Auslander et croissance. 

Une variete affine (M, Vm) est complete si et seulement si la connexion Vm 
est geodesiquement complete. L. Auslander a conjecture que le groupe fon- 
damental d'une variete afRne compacte et complete (M, Vm) est polycyclique. 
Cette conjecture a faite I'objet de nombreux travaux, et a ete prouvee dans les 
cas suivants: 

- La dimension de M est inferieure a 3 par Fried et Goldman, 

- La dimension de M est inferieure a 6, par Abels, Soifer et Margulis. 

- L'holonomie de la connection Vm est incluse dans 0(n— 1, 1), par Goldman 
et Kamishima. 

- Le groupe des transformations affines de {M,\7m) est de cohomogeneite 
superieure a 1 par Tsemo. 

Definitions 2.1 Soient (M, C) une variete differentiable compacte M, munie 
d'un feuilletage C, et {Ui)i£i un atlas de M tel que la restriction de £ a Ui 
est simple. Considerons Lq une feuille de C, une plaque Pi de Lq. est une 
composante connexe de Lq ClUi. Un chemin de Lq, est une famille de plaques 
(Pi, ..., Pi) telle que Pi CiPi+i n'est pas vide, / est appele la longueur du chemin. 

L'application de croissance "fUi definie sur IN, est definie par "/u.{n), est le 
nombre de plaques qui pcuvent etre jointes a Pi par un chemin dc longueur 
inferieur a n. La croissance de Lq est celle de l'application 7^/;. 

Supposons que M et la feuille Lq soient compactes, et soient T une transver- 
sale locale et connexe de C en Lq, et Lq, le revetement unuversel de Lq. La 
methode de suspension de Haefliger permet de representer un voisinage de Lq, 
comme quotient de Lq xT par Taction p du groupe fondamental 7ri(Lo) definie 
par les transformations du revetement sur le premier facteur, et l'holonomie sur 
le second. 

Proposition 2.1 

Supposons que la feuille Lq soit compacte, alors la croissance de toute feuille 
Li, appartenant au voisinage V de Lq, definie au paragraphe precedent est 
majoree par celle de 7:i{Lq). 



Preuve. 

La transversale utilisee pour construire la suspension de Haefliger peut etre 
choisie compacte. On peut alors appliquer la proposition 1.29 de [6]. 

Proposition 2.2. 

Supposons que la croissance des feuilles de C dans un voisinage de Lq soit 
polynomiale, alors tti(Lo) est polycyclique. 

Preuve. 

Supposons que 7ri(Lo) nc soit pas polycyclique, alors I'alternative de Tits, 
iniplique I'existence d'un sous-groupe libre de 7ri(Lo) de rang superieur a 2. On 
en deduit que I'holonomie infinitesimale de Lq contient aussi un sous-groupe 
libre de rang superieur a 2. La croissance de toute feuille du voisinage de Lq ne 
peut etre polynomiale. Une autre preuve de ce resultat se trouve dans Particle 
de Thurston et Plante. 

Dans une version anterieure de ce travail, nous avons conjecture que toute 
variete affine compacte et complete (N, Vn) est la feuille d'un feuilletage la- 
grangien, et les feuilles d'un voisinage de N, ont une croissance polynomiale. 
William Goldman nous a communique un contre exemple a cette conjecture que 
voici: 

Considcrons la suspension M du tore de dimension 2, T^ munie de sa struc- 
ture riemannienne plate standard au-dessus du cercle T^, par Paction de E 
dcfinie par un element de Gl{2,E) hyperbolique, c'est a dire ayant des valeurs 
propres distinctes en valeurs absolues de 1. Le fibre cotangent T*M de M peut 
etre compactifie par Paction du tore T^ agissant fibre a fibre par des transla- 
tions. La variete M est done feuille d'un feuilletage lagrangien. La croissance 
de son groupc fondamental est exponentielle. 

Remarque. 

II existe des varietes affine compactes dont le groupe fondamental n'est pas 
polycyclique. C'est le cas du produit du cercle par une surface de genre superieur 
a 2. 

Proposition 2.3. 

Soit (io, Vlo) une variete affine compacte dont I'holonomie lineaire est in- 
cluse dans Gl{n,E), alors Lq est la feuille d'un feuilletage lagrangien defini sur 
une variete symplectique compacte. 

Preuve. 

Soit Lq le revetement universel dc Lq, le fibre cotangent T*Lq de Lq, est le 
quotient dc Lq x 1R" par Paction de 7ri(Lo) dcfinie par sur Lq par les transfor- 
mations du revetement et sur _/R" par: 

h:TTi{Lo) -^Gl{n,R), 

7-.*(L(/.,.„)(7-i)), 
oil L{hLa) est I'holonomie lineaire dc (Lq, Vlo)- 



Soient ei,..,e„ une base de J??", et ig^ la translation de direction ei,l < i < n. 
Le quotient de T*Lq par iei > ••) te„ fibre a fibre est une variete compacte (TV, Vat), 
suspension du tore T" au-dessus de Lq. La structure symplectique du cotangent 
T*Lo se projette en une structure symplectique de N. 

Soit (M, Vm) une variete symplectique compacte munie d'un feuilletage la- 
grangien C, dont (Lqj Vl^) est une feuille compacte et complete. II existe un 
voisinagc U de Lq symplectomorphorphe a la section nuUe du fibre cotangent de 
Lq. L'holonomie infinitesimale de C et celle de V^^ sont mis en dualite par la 
structure symplectique. On en deduit que la conjecture d'Auslander est verifiee 
si la croissance combinatoire des feuilles du feuilletage horizontal de T*Lo est 
polynomiale. 

Milnor a demande si le groupe fondamental d'une variete affine est polycy- 
clique. Margulis a construit un exemple de variete afiine de dimension 3 dont le 
groupe fondamental est un groupe libre a deux generateurs. D'autres exemples 
de varietes affines dont le groupe fondamental est libre ont ete construits par 
Goldman, Drumm et Charette. Ces varietes sont-elles des feuilles de fcuillctages 
lagrangicns? 

Le groupe fondamental d'une variete affine compacte non complete peut 
contenir un sous-groupe libre a deux generateurs. Ces varietes sont-elles des 
feuilles de feuilletages lagrangiens ? 

Examples de varietes affines compactes feuilles de feuilletages la- 
grangiens. 

On dcfinit deux feuilletages lagrangiens sur le tore de dimension 4, T^ ayant 
des feuilles lagrangiennes compactes. 

Le premier exemple est le tore de dimension 4, T^ muni de sa structure 
euclidienne plate standard, il est le quotient de M par les translations ten ■■■,te4, 
oil ei,...,e4 est une base de IR . La forme symplectique est la forme uq = 
dxi Adxs +dx2 Adx4. Lc feuilletage lagrangien est I'image du feuilletage de IR'^ 
par espaces affines parraleles a vect{ei,e2) par I'application rcvctcmcnt. 

Le second exemple est le quotient de IR par les transformations affines 

hl{xi,X2,X^,XA) = (Xl + \,X2,X^,X4) 

h2{xi,X2,X3,Xi) = {xi +a;2,.T2 + 1,2:3, -X3 +X4) 

h3{xi,X2,X3,X4) = {xi,X2,X3,X4 + 1) 
h4{xi,X2,X3,X4) = (Xi +X2,X2,X3 + 1,-X3+X4) 

La structure symplectique est la projection de uq- Le feuilletage lagrangien 
est I'image du feuilletage de JR par espaces affines parraleles a vect{ei, €2) par 



I'application revetcmcnt. La fcuillc compacte est la projection de celle passant 
par 0. 

Le quotient de iR^ par les transformations afRnes hi, /12 is et t^ est une 
variete symplectique. Le feuilletage lagrangien est I'image du feuilletage de IR'^ 
par espaces affines parraleles a vect{ei,e2) par I'application revetement. 

Considerons une variete symplectique M de dimension 2n, n>2. Donaldson 
a montre qu'il existe des sous-varietes symplectiques -/Vm, de codimension 2ra 
dans M dont le groupe fondamental est isomorphe a celui de M , si la dimension 
de Nm est superieure ou egale a 4. Le plongement naturel de A^i ^ M induit in 
epimorphisme de groupes fondamentaux. Les varietes N^n peuvent etre choisies 
disjointes de toutes sous-varietes lagrangienne TV, en contenant tout point con- 
tenu dans M — N . Auroux a demontre que leur classe d'isomorphisme est un 
invariant de la structure symplectique. On en deduit: 

Proposition 2.4. 

Soit {M,'Vm) une variete ajjine compacte et complete dont I'holonomie 
lineaire est contenue dans dans Gl{n,IZ), alors le compactifie du fibre cotangent 
{N, Vjv) definie a la proposition precedente a une sous-variete symplectique de 
dimension 4 dont le groupe fondamental est isomorphe a tti{N) qui est une 
extension de E™ par tti{M). 

Proposition 2.5. 

Sous les hypotheses de la proposition precedente, considerons N'^ une com- 
posante connexe dep~^{Nm) par la projection p : IR " ^ N, alors N^ n' est pas 
contractible. 

Preuve. 

Supposons que N^^ soit contractible, I'application 7ri(A^,„) —^ 7ri(A^) est 
un isomorphisme. Ceci implique que 7ri(iV) preserve N^ qui est contractible. 
Les varietes N et Nm etant des espaces d'Eilenberg Mclane, on deduit que la 
dimension de Nm est superieure ou egale a celle de N. 

Remarque. 

Le morphisnie 7ri(A^i) -^ 7ri(A^) est un epimorphisme strict car la dimension 
cohomologique de 7ri(A^i) est 2. 

Proposition 2.6. 

L'ensemble p^^{Nm) est connexe, si m > 1 est n'est pas algebrique. 

Preuve. 

L'ensemble p~^{Nm) est connexe car il est stable par 7ri(7V). Supposons 
qu'il soit algebrique, ceci entraine qu'il est stable par I'adherence de Zariski de 
7ri(A^) dans le groupe des transformations affines Aff{lR ") de M " qui agit 
transitivement sur IR ". On en deduit une contradiction. 



Definition 2.1. 

Soit A^ unc varictc difFcrcntiable, une fibration de Lefstchetz definie sur N, 
est une application h : N ^ U de N dans une surface de Riemann U verifiant 
les proprietes suivantes: 

h est une submersion sur TV — {ni, ..jUp} 

Sur une carte {Ui, 4>i) de n^, h est une fonction dc morse: il existe un voisinage 
(\^i,-0i) de h(ni) tel que 

'ipioho(l)^^{xi,..,Xn,) ^ y^Xj^ 

Un pinceau symplcctique sur M, est dcfini par un recouvrement de M par 
des varietes symplectiques de codimension 2, telles que: 

II existe une variete de codimension 4, N, telle que I'intersection de deux 
varietes distinctes de la famillc prcccdentes est N, 

L'eclatee de M Ic long de TV est une fibration de Leftschctz 

Donaldson a montre I'existencc d'un pinceau symplcctique sur toute variete 
symplectique compacte. En dimension 4 ce pinceau est une fibration de Left- 
schctz dont I'image est la sphere, les fibres regulieres sont des surfaces diffeomorphes 
a Ci la surface compacte de genre I, La fibre en m est obtenu en contractant 
un lacet Ci de Ci, le groupe fondamental de N est le quotient de 7ri(Ci) par le 
sous-groupe normal engendre par les lacets. 

Proposition 2.7. 

Supposons que le pinceau sur une variete symplectique quelconque M soit 
une fibration, alors M est diffeomorphe a un produit S"^ x N. 

Preuve. 

L'horthogonal des fibres de la fibration symplcctique est intcgrablc. On 
conclut grace a un thcorcmc dc Ehrcsmann. 

Proposition 2.8. 

La restriction de la connection Vat definissant la structure affine de N , in- 
duit sur chaque sous-variete Ni une connection symetrique Vat. . 

Preuve. 

Solent X un element de Ni, et Xi, X2 deux champs de vecteurs de Ni. 
La restriction du fibre tangent TN de N k Ni, est la somme TNi © TNl, 011 
TN^ designe I'orthogonal de TNi par la forme symplectique. Considcrons un 
atlas affine {Ui)i^i de {N,Wm) pour tout champs de vecteurs Yi et Y2 de N, 
V NYt\Ui^'^\Ui = dY2\uSYi\u,)-, VAr,^^|^^X2|[/, cst la projection dc dX2| (7. (Xi|y. ) 
sur TNi parallement a TN[. 

Remarque. 

La variete Ni pent etre consideree comnic unc fibre d'un pinceau symplec- 
tique de Ni+i. 



Proposition 2.9. 

La restriction de la forme symplectique LUi de N a Ni, est parallele relative- 
ment a Vat. . 

Preuve. 

Supposons que w^+i soit parallele relativcment a Vat.^j^. Considcrons une 
sous-variete de codimcnsion 4, Li de -/V^+i telle que Ni soit la fcuillc d'un pinceau 
sur Ni-^-i dont les fcuilles contiennent toutes Li. La restriction du pinceau Pi 
a A^i+i — Li est un feuilletage singulier J-'i. Soient X,Y,Z trois champs de 
vecteurs de Ni, pour tout point u de Ni — Li, il existe un voisinage U de u dans 
Ni+i — Li tel que la restriction de !Fi k U soit simple, U — Fq xT, et les feuilles 
de la restriction du feuilletage a U sont Fq x x. Soient trois champs de vecteurs 
tangents aux feuilles X' ,Y' et Z' dont les restrictions respectives a Ni — Li sont 
X, Y, Z. On suppose que X' = (X,0), Y' = {Y,0) et Z' = (Z,0) sur U. La 
forme symplectique cji+i est parallele par rapport a Vi+i ceci s'ecrit: 



x'.cj,+i(y' , z') - cj,+i(V7v.+i;f,r', z') - c^.+i(r', Vw.+i;^,^') = o. 

De I'expression des champs X' , Y' et Z' tangents aux feuilles de Ti, on 
deduit que sur N — Li r\ U, on a: 

X.Lo,{Y, Z) - t^.(Vw.x^. Z) - udY, Vn^xZ) = 0- 
Cette relation est vcrifiee sur Ni. 

Reconstruction des varietes afRnes symplectique a I'aide des sur- 
faces. 

Soit TN[, I'hortogonal du fibre tangent TNi de Ni pour la forme symplec- 
tique. La connexion Vm induit sur TN[ une connexion Vpf . 

Un probleme important est de reconstruire les varietes affines symplectiques 
compactes a partir d'une surface. 

Toute variete symplectique affine se construit ainsi: 

On considere une surface A^i, un fibre TN[ au-dessus de Ni telle que la 
somme des fibres V = TN[ © TNi ou TNi designe le fibre tangent de TVi soit 
plate et symplectique, et la restriction de la forme symplectique lu a TNi n'est 
pas degeneree. On munit V d'une connexion sans courbure Vy. La dualite 
symplectique induit des connexions Vat^ , et V^' sur TNi et TN[ . On suppose 
que la restriction de la forme symplectique sur iVi soit parallele par rapport a 
la connexion Vat^. Considerons un voisinage U de la section nuUe de TN[, la 
connexion Vy est definie par une famille de formes Ui definies sur un recouvre- 
ment Li de N[ , a ce recouvrement est associc un recouvrement Ui de U par des 
ouverts Li x Di, oil Di est un disque de la fibre type de TN[, on dcfinit sur U 
la connexion 



VuxY^dYiX) + Lo,{X)Y 



Cette definition a un sens car les groupes structuraux du fibre tangent de 
U et de V sont identiques. On suppose que la courbure et la torsion de la 
connexion Vy est nuUe. Le groupe fondamental de U est ni{Ni), on en deduit 
une representation d'liolononiie 

La devellopante de la structure afiine de U est un difFcomorpliisme 

D:U — > iR^" 

On suppose que Piniage de h est I'holonomie d'une variete afiine compacte 
(M, Vm) niunic d'une forme symplectique parallele. La conjecture de Markus 
affirme qu'unc telle structure est complete. 

Espace des modules des variete affines symplectiques. 



Ce paragraphe est consacre a I'etudes des relations entre les espaces do mod- 
ules des fibres plats au-dessus des espaces de Riemann et des espaces des modules 
des varietes affines symplectiques. 

D'apres le paragraphe precedent, une variete afiine symplectique compacte 
est definie par une surface de Riemann iVi, un revetement A'^i plonge dans 
-K ", et sous- variete symplectique pour la forme symplectique parallele to, une 



representation 



h:miN,)^Affi]R'") 



verifiant: 

(i) la partie lineaire preserve la forme symplectique lo. 

(n) L'image h{TTi{Ni)) preserve Ni et le quotient de M^"' par h{Tri{Ni)) est 
une variete affinc compacte. 



Theoreme 2.10. 

Soit (N, Vat) une variete affine compacte dont le groupe d'holonomie lineaire 
est contenue dans Gl{n,E), le groupe fondamental de N est polycyclique. 

Preuve. 

On a construit une variete affine (TV', Vjv) qui est le quotient du fibre cotan- 
gent de N par E^ , la variete N' est munie d'une forme symplectique ujpfi par- 
ralele relativement a la connexion affine. II suffit de montrcr que le groupe 
fondamental de N' est polycyclique. 

Soit A^i une surface de Donaldson contenue dans N' telle que I'application 
naturelle 7ri(A^i) -^ tti{N') soit surjcctive. II a ete montre par Weinstcin que 
les classes de Chern d'ordre impaire pour toutes structures pseudo-complexes 



sous-jacentes a un fibre symplectiques qui contient un sous-fibre lagrangien sont 
nuUes. II en resulte que les classes de Chern d'ordre impaires de TN' sont 
nuUes pour toutes structures pseudo-complexes subordonnee car les fibres de la 
projection N' ^ N sont des tores lagrangiens. On en deduit que la premiere 
classe de Chern de TN!j^ la restriction de TN' a Ni est nuUe. Ceci implique 
que TN!j^ est un fibre complexe trivial. 

Les fibre complexes au-dessus de A^i sont classifies par leurs premiere classe 
de Chern. Le fibre normal de Ni pent etre realise commc un fibre holomorphe. 
D'aprcs Ic thcorcmc d'idcntication des sous-variete symplectiques a fibre normal 
isomorphes, on peut supposer que la structure presque complexe sur un voisinage 
U de A^i est integrable. 

Soient wi,..,w„ une trivialisation complexe de TN!j^ , on peut etendre les 
vecteurs wi, .., «« sur un voisinage de Ni en des champs de vecteurs complexes 
en suivant les geodesiqucs suivant I'orthogonal pour la structure symplectique 
du fibre tangent de N[. 

Ni etant compacte, les coordonnees de [i"!, Uj] dans la trivialisation complexe 
vi, sont des fonctions holomorphes de Ni d'apres le theoreme du prolongement 
analytique, elle sont done constantes. On definit ainsi une algebre de Lie 7i et 
on note H le groupe de Lie simplement connexe correspondant. 

Soit N[ une composante connexe de p~^{Ni), ou p : N ^ N' est la pro- 
jection revetement et N le revetement universel de N' , on denote par U' une 
composante connexe de p~^{U) contenant N[. Les champs vi,..,Vn se relevent 
sur U' en des champs holomorphes v[,..,v'^ holomorphes. Le groupe H est 
aussi d'algebre de Lie engendree par v'i,..,v'j^ et agit sur U' comme un pseu- 
dogroupe transitif, Soit xq un element de C/', et 7 un element de 7ri(iV), il existe 
un element h^ de H tel que j{xo) = hj{xo). Le voisinage U' s'identifie a un 
ouvert de U" de H. Pour tout element x de U', il existe un element n de U' 
tel que n(xo) = x, nh-y{xo) = ^{n{xo)) puisque tti{M) preserve H, on deduit 
que Taction de 7ri(M) sur N[ coincide avec Taction a droite d'un sous-groupe 
discret de H sur U' isomorphe a 7ri(7V). 

Considerons la decomposition d'lwasawa de H = CAN, ou H est compact, A 
abehenet A^nilpotent. Cn7ri(7V) est fini, car7ri(A^) est discret, quitte a se placer 
sur un revetement fini de N tel que les valeurs propres de Tholonomie lineaire 
n'ont pas d'ordre fini (voir Raghunatan), on peut supposer que C n 7ri(M) est 
Tidentite. Le quotient H/Ctti{N) est une variete Eilenberg Maclane qui a le 
meme type d'homotopie que la variete d'Eilenberg Maclane N, on deduit que 
H/CTri{N) et N out meme dimension, car N est compacte, ceci implique C est 
Tidentite et que H est resoluble, on en deduit que 7ri(iV) est resoluble. 



Corollaire. 

Les conjectures dAuslander et de Markus sont vraies si I'holononiie lineaire 
est contenue dans Gl{n,]Z). 



Genre de la surface de Donaldson. 



Soit (TV, Vat, Wat) une variete affine compacte complete munie d'une forme 
symplectique wat, le but de cete partie est de determiner le genre de la surface 
de Donaldson A^i en fonction de la dimension 2n de N 

Proposition. 

Le genre de la surface de Donaldson Ni de (iV, Vat, Wat) est superieur a n, 
dim{N) = 2n si {N, Va?) est complete et son groupe fondamental est resoluble. 

Preuve. 

Sous Ics hypotheses du thcorcmc, {N,Wn) a un revetement fini {N',\7n') 
qui est le quotient d'un groupe de Lie resoluble par un reseau T. Le nombre 
minimal de generateur de F est 2n, La variete de Donaldson iVi se releve en 
une variete de Donaldson N[ dc N', comme I'application 7ri(A^{) -^ tti(N) est 
surjective, on en deduit que le nombre de generateurs de N[ done de iVi est 
superieur a 2n, ct par suite le genre de Ni est superieur a n. 

3. Conjecture de Markus et feuilletage transversallement mesurable. 



Markus a conjecture qu'une variete affine compacte (M, Vm) est complete 
si est seulement si elle est unimodulaire. Ceci signific que le groupe d'holonomie 
lineaire est un sous-groupe de SKji, IR). 

Supposons que la variete affine compacte (Lg, Vl„) est la feuille d'un feuil- 
letage lagrangien C dcfini sur la variete symplectique {M, u) . Considerons un 
voisinage V de Lq diffeomorphe au quotient de LqxT, oil T designe une transver- 
sale lagrangienne, et la restriction de CkV est le feuilletage suspension. L'action 
produit de 7ri(M) est defini sur Lq par les transformations de revetements et 
sur T par I'holonomie du feuilletage. Puisque la dualite symplectique definie 
un isomorphisme entre I'holonomie infinitesimale de C et I'holonomie lineaire 
de (Lo, Vlo), on deduit que I'holonomie de C preserve une mesure de T. Ceci 
conduit a la conjecture suivante: 

Conjecture 3.1. 

Une variete affine compacte {Lq,'S/l„) est complete si et seulement si elle 
est la feuille d'un feuilletage lagrangien muni d'une mesure transverse dont le 
support contient un voisinage de Lq. 

Plante a montre que la croissancc d'une feuille contcnuc dans le support 
d'une mesure transverse d'un feuilletage de codimension 1 est polynomiale. Ce 
resultat n'est pas vrai en codimension superieure comme le montre certaines 
suspensions de S^. 

Une variete affine compacte (Lq, S7 Lo) et complete dont le groupe fondamen- 
tal est polycyclique est unimodulaire. Une variete affine compacte et complete 
est-elle la feuille d'un feuilletage lagrangien d'une variete symplectique compacte 
munie d'une mesure transverse dont le support contient un voisinage sature de 
Lq, et telle que la croissance des feuilles appartenant a ce voisinage soit poly- 
nomiale? 
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Proposition 3.2. 

Soit (Af, Vm, tiJM) une variete ajjine compacte muni d'un feuilletage lagrang- 
ien C ayant une feuille compacte Lq dont le groupe fondamental est un sous- 
groupe normal de Tri{M), alors M est le quotient du fibre cotangent de Lq par 
un groupe de symplectomorphismes affines. 

Preuve. 

Lc quotient de _/R " par par la restriction de I'holonomie a 7ri(Lo) est le 
fibre cotangent de Lo, puisque 7ri(Lo) est normal dans 7ri(M), on deduit que 
{M,Vm) est le quotient de T*Lo par ni{M)/'Ki{Lo). 



Classification des varietes symplectiques munies d'un feuilletage 
lagrangiens. 



Soit {M,Lu,C) une variete symplectique niunie d'un feuilletage lagrangien 
C, ayant une feuille compacte {Lq,Vl„)- Supposons qu'il existe une action 
parallele du cercle T^ sur (Lo,Vlp) pour la connexion Vlq, Molino a etendu 
Taction du cercle en une action hamiltonienne a M, et construit la reduction de 
Marsden-Weinstein (Mi, cji) pour cette action. Cette derniere variete est munie 
d'un feuilletage lagrangien Ci qui a une feuille symplectique compacte Li, qui 
est la base d'un fibre affine d'espace total Lq. 

Supposons que la feuille Lq est diffeomorphe au tore de dimension n, T", sa 
structure affine est definie par une algebre associative et commutative Ti, dont 
I'algebre de Lie associee est celle du groupe commutatif H. Le tore T" est le 
quotient de H par un reseau. Le groupe H est aussi la composante connexe 
du groupe des automorphismes affines de (Lq, Vl^). Ceci permet d'identifier le 
produit associatif de W a la restriction a H du produit associatif de aff{lR") 
defini par: 

{C,c).{D,d) = {CD,C{d)) 

oil C, et D designent des elements de gl{n,]R) et c, d des elements dc K". 

Considerons les generateurs 71 , ...,7„ de7ri(Lo)j H existe des elements (Ci,ci ),..., (C„, c„) 
de aff{lR") tels que ji = exp{(Ci,Ci)), on dira que la structure associative de 
H est rationnelle si le Q espace vectoriel engendre par (Ci, ci ),..., (C„,c„) est 
stable par le produit associatif. 

Proposition 3.3. 

Soit (M, Vm) une variete ajjine diffeomorphe au tore, supposons que I'algebre 
associative qui definit sa structure affine soit rationnelle, alors il existe une ac- 
tion du cercle parallele S^ sur {M,Vm)- 

Preuve. 

Soit (C, c) un clement du IJ— espace vectoriel engendre par (Ci, ci), ..., (C„, c„) 
tel que (C,c).(C,c) = (C2,C(c)) = 0. {C,c) = ai(Ci,ci) + ... + a„(C„,c„). 
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Puisque les a^ sont rationels, il existe un entier p tel que pai est un entier. 
L'element exp{p{C,c)) appartient a 7ri(io), on conclut en utilisant Tsemo. 

Corollaire 3.4. 

Soit {M,uj) une variete symplectique munie d'un feuilletage lagrangien C 
qui a une feuille compacte Lq dijfeomorphe au tore, et dont la structure affine 
est complete, il existe une suite de varietes affines (Mi, (jji), ..{Mi, toi) telles que 
{Mi,uii) est (M, w), est {Mi,uii) est un tore, de plus {Mi,uii) est la reduction 
de Marsden-Weinstein de (Mi+i,a;i+i) sur laquelle agit un cercle. 

Preuve. 

II existe une translation t„ appartenant a 7ri(io) car la structure affine de Lq 
est rationnelle. Cette action s'etend en une action hamiltonicnne de (M, w). La 
reduction de Marsden-Weinstein de (M, w) est la variete symplectique (Mi,wi) 
munie d'un feuilletage lagrangien ayant une feuille compacte Li dont la structure 
affine est aussi rationnelle. On pent reiterer le proceder. 

II existe des structures affines sur le tore de dimension 2 dont le groupe 
d'holonomie nc contient pas de translations. 

Considcrons le groupe de Lie de dimension deux H de Aff{]R ) dont les 
elements sont Jsd{x, y) = {x + sy + ^ + t,y + s). Ce groupe agit simplement 
et transitivement sur M . Soit h un reel non rationnel. Le sous-groupe I de H 
engendre par fh.o et /i.i est un reseau de H. Le quotient de H par / definit 
une structure affine sur le tore dont I'holonomie ne contient pas de translation. 

Plus generalement considerons une suite de varietes affines compactes (i„, S7 l„ 
... -^ (Ml, ViJ telle que I'application (L^+i, V^i+i) -^ {Li,V l-) soit une fibra- 
tion affine dont les fibres sont definies par une action parallele du cercle sur 
(Li+i, Vl._^ J. On suppose aussi que (L^+i, Vl._|_J est la feuille d'un feuilletage 
lagrangien sur une variete symplectique (M^+i, Wi+i). La reduction de Marsden- 
Weinstein {Mi, Ui) pour I'extension de Paction du cercle est une variete symplec- 
tique {Mi,ijji) munie d'un feuilletage lagrangien ayant {Li,V Li) comme feuille. 
Dans la partie suivante on classifiera les germes des feuilletages au voisinage de 
U 



Classification du voisinage d'une feuille compacte d'un feuilletage 
lagrangien. 



Dans cette partie on rappelle la classification effectuee par Molino et Curras- 
Bosch qu'on generalise. 

Considcrons une variete affine compacte et complete {Lq, Vlj,), xq un element 
de Lq, et /ivo I'liolonomic de {Lq,\I l^), on identifie T^gLo a TqIR^ muni de sa 
connexion plate canonique. La partie lineaire /I'y de I'holonomie induit une 
representation h'^ : 7ri(Lo) ^ T*1R"'. 
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Supposons aussi dcfinic une representation hx^ ■ tti{Lo) -^ Diff{lR"'). 
Celle-ci est I'holonomie d'un feuilleutage lagrangien qui a pour feuille compacte 
la variete affine (Lq, Vlq) si et seulement si, pour tout element de Dq, I'ensenible 
des fonctions difFerentiables definics sur un voisinage de telles que /(O) = 0, 
on a 



(1) h^ ^J"f) o do = do o hx^i-f ^)*, 

ohK„{j){f) = fohxM- 

La representation h'-^ niunie Tq^R" d'une action de 7:i{Lo), on notera 

H*{ni{Lo),T*WC) Ics espaces de cohomologies correspondant. L'obstruction 

radiante 7 -^ /iVi (0) definit un element [h'^ ] de H^{'ni{Lo)^T*]R^). 

La representation h^^ muni Do d'une structure de module defini par 

L'application do induit un niorphisme 

dl : H\ni(Lo),Do) ^ H\tt^{Lo),T*M') 
On en dcduit Ic thcoreme: 

Theoreme 3.5. 

Les germes de feuilletages lagrangiens ay ant {Lo,S7lo) comme feuille com- 
pacte et pour holonomie h^o sont classifies a symplectomorphismes pres par les 
elements de dp^ {[h\j„]. 

Classification des germes de feuilletages lagrangiens autour d'une 
feuille compacte (Lq, Vlq) dont la structure affine n'est pas forcement 
complete. 

Dans cette partie on generalise la classification de Molino et Curras-Bosch 
sans supposer que la structure affine {Lo, Vlq) soit complete. Une autre classi- 
fication a ete obtenue par les auteurs precedents. 

On pcut identifier un voisinage de Lo dans M a un voisinage de la section 
nuUe de T*Lo, et etendre l'application devcloppement Do : io -^ -2?" en une 
application D : T*Lo -^ IR^" telle que pour tout element {x,y) de T*Lo, on 
a D{x,y) ~ (Do{x),y). Cettc identification est possible car T*Lo est un fibre 
trivial. Considerons une transversale T qu'on idcntifie a un ouvert contractible 
de la fibre de xq. Lc fcuillctage lagrangien dans Uo est defini par une suspension. 
Son releve sur Uq = LqxT est le feuilletage dont les feuilles sont les sous-varietes 
Lo X y. Pour chaque element x de Lo, la dualite symplectique idcntifie T*(x x T) 
a T*La. On pent aussi identifier T*{x x T) a T*{xo x T). 

Soit Ux un voisinage de dans T^Lo telle que la restriction de expx^ = 
expx, rexponcnticUe associee a la connexion affine a Ux soit injective. La dualite 
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symplectique permet d'identifier Ux a un ouvert 14 de T*{x xT) ~ T*{xq x T). 
On definit ainsi une carte Vx —>■ Lq. En utilisant la niethode bicn connue de 
construction d'une developpante, on obtient une application Dq : Lq -^ T*Tx„. 
On a 



(1) h^L„h)°dx„^dx„ohx„{"/ ^y, 

OVih*„{j){f)=fohx„h). 

Reciproquenient considerons une variete affine compacte (Lq, V^o) et hx„ : 
7ri(Lo) ^ Diff{]R!^) une representation. Definissons sur _ZR^" la forme sym- 
plectique dont le releve par la developpante est la forme symplectique de T* Lq 
relevee de celle de T*Lq par I'application revctenient. Comnie au-dessus, la 
dualite symplectique permet d'identifier la developante de la structure affine 
{LqjVlo) 9- une application Lq — > T*1R"'. Le fait que I'holonomic de (Lq, Vlo) 
preserve le releve de la structure symplectique iR" x Lq signifie que: 

(1) hy^^{-f)odo^doohxo{l^^y, 

On en deduit une application: 

d*o : H\Tn{Lo),Do) ^ H\Tn{Lo),T;]R") 
On a le theoreme de classification: 

Theoreme. 

Les germes de feuilletages lagrangiens autour de (Lq, Vq) dont I'holonomie 
du feuilletage est hx„ sont classifies a symplectomorphismes pres par les elements 
ded*o-^{[h^^J. 

Revenons a la classification initiale, on supposera que la variete affine (Li, VlJ 
est compacte et complete. Etant donne une classe d'isomorphismc de feuilletage 
ei autour de (Li, VlJ, on classifie les germes de feuilletages autour de (L2, Vl^) 
dont la reduction de Marsden-Weinstein est le germe ei. 

Soit X2 un element de L2 dont I'image par la projection L2 — > ii est xi. Un 
germe de feuilletage autour de (L2, V^a) est definie par une representation hx2 '■ 
7''i(-^2) ^ Diff{M'^^^) vcrifiant la relation (1). Supposons que la reduction 
de Marsden-Weinstein de ce germe est la variete {Mi,u!i) munie un feuilletage 
lagrangien ayant pour feuille (Li, Vl^) et tel que le germe autour de (Li, Vl^) 
est ei. On a la proposition suivante: 

Proposition 3.7. 

Le diagramme suivant est commutatif: 



U 



iP2 i 

Preuve. 

Considerons I'application moment J : U2 ^ IR, on a suppose que J~^(0) 
contient L2. La transversale r2 au feuilletage est difFeomorphe a un ouvert de 
IR . II suffit de remarquer qu'on peut supposer que I'application moment 
est une fonction coordonncc au voisinage de 0. Pour le prouver, on remarque 
que la fonction utilisce pour ctendre Taction du cercle dans un voisinage de 
L2 Voir Molino Theoreme 3.2 p. 186 doit dependre uniquement d'une seule 
coordonnee dans un voisinage dc 0, puisque la fonction basique associee coincide 
avec I'application moment dans un voisinage. 

On va noter 62 la classe d'isomorphisme de ce germe, et on va munir I'cnsemble 
des couples (61,62), 61 est fixe, d'une structure de gerbe. 

Considerons le site EIlq dont les objets sont les revetements de Lq et les 
morphismes, les morphismes de revetements. A tout objet e de -E^Lq on associe 
la categoric symp{e, Lq) de germes de feuilletages lagrangiens qui ont e comme 
feuille, et telle que I'holonomie du feuilletage d'un objet de symp{e, Lq) en un 
point Xe au-dessus dc xq est donnee par la restriction de hj:„ a 7ri(e). Les 
automorphismes des objets de symp{e, Lq) sont les exponentiels des champs 
hamiltoniens des fonctions basiques du feuilletage lagrangien. II est facile de 
montrer que la correspondance e — * symp{e, Lq) est une gerbe sur Et^^. Ceci 
signifie que les axiomes suivanrs sont verifies: 

- Pour toute fleche U ^f V entre elements de symp{e, Lq), on a un morphisme 
ru^v ■ symp{V, Lq) -^ symp{U, Lq) telle que ru^y ° rv,w = W^w 

- Condition de recoUement pour les objets. 

Considerons une famille couvrante (Ui)i^i d'un objet U de EIl^, pour 
chaquc «, un objet Xi de symp{Ui, Lq). Supposons qu'il cxiste une applica- 
tion gij : rUiiiu^,Uj{xj) -^ r-[/,n;7,,c/,(xi) telle que gijg^k = gik, alors il existe un 
objet X de symp{e, Lq) tel que rui,uix) = Xi. 

-Condition de recollement pour les fleches. 

Considerons deux objets P et Q de symp{LQ, Lq) I'application U -^ Hom(ru_Lo (P), W.Lo (Q)) 
est un faisceau. 

- II existe une famille couvrante (Ui)ii=i de Et^^ telle que pour tout i la 
categoric symp(Ui, Lq) n'est pas vide. 

- Soit U un objet dc Etj^g, pour tons objets a; et y de symp{U, Lq), il existe 
une famille couvrante {Ui)i^j de U telle que les objets rij.ij(x) et rij.u{y) sont 
isomorphes. 

Toute fleche de symp{U, Lq) est inversible, et il cxiste un faisceau en groupes 
commutatifs H sur Et^^ tel que pour tout objet de symp{U, Lq), Hom{x, x) = 
H{U), et cette identification commute avcc les restrictions. 
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Remarque. 

La gerbe que nous venous d'etudier est une gerbe triviale conime le montre 
le theoreme de classification. Nous I'appelerons synip{Lo)- Soit u une section 
globale de symp{Lo), Lqu le releve de Lq a u a savoir la feuille de u qui se 
projette sur Lq. Considerons une transversale lagrangienne T en Lo„, la du- 
alite symplectique permet d'identifier / au feuilletage vertical de T*Txg. Les 
automorphismes de cet objet sont les automorphismes verticaux du feuilletage. 
C'est un groupe commutatif puisque T est lagrangien, ces elements sont les 
exponentiels de champs hamiltoniens. 



Le cas generaL 



Considerons {Li, Vl,) -^ ■■■ -^ (ii, Vli) une suite de varietes affinc completes 
telles que fi : (I/j+i, Vl-^J — > {Li,V Li) est une fibration affine dont les feuille 
sont les orbites d'une action parallele du cercle. Le but de cette partie est de clas- 
sifier les suites de germes de feuilletages lagrangiens Ui telles que: (ii+i, Vl^^J 
est une feuille de L^i+i, est Li est une feuille la reduction de Marsdcn-Wcinstcin 
de C/j+i. 

Le germe de feuilletage lagrangien de Ui est defini par une representation 
vcrifiant la relation (1) tel que le diagramme suivant soit commutatif 

iPi i 

Oil Diff'{]R"^^) designe les automorphismes se projcttant sur M" . Si ei un 
objet de symp{Li), on associe a ei la gerbe symp{ei, L2) definie sur le site EtL2, 
telle que pour tout objet 62 de EtL2, les objets de la categoric symp{ei,L2){e2) 
sont les germes U2 de feuilletages lagrangiens qui ont (L2, Vl^) comme feuille, 
et telle que la reduction de Marsden-Weinstein par Paction du cercle est un 
feuilletage lagrangien qui a Li comme feuille, et le germe autour de Li est 
isomorphe ei. 

Supposons definie la gerbe syrap{Lp, ei, ..., ep-i) et soit Cp un objet de cette 
gerbe. On va definir la gerbe symp{Lp+i,ei, ..,ep) au-dessus du site EtLp+i, 
dont les objets sont les germes de feuilletages lagrangiens L'p+i qui ont ip+i 
comme feuille, et tels que la reduction de Marsden-Weinstein par Paction du 
cercle a Lp comme feuille et le germe de ce feuilletage lagrangien autour de Lp 
est isomorphe a Cp. 
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Les gerbes symp{Lp+i,ei, ...,ep) sont des gerbes triviales. Pour tout objets 
Cp et e'p de symp{Lp,ei, ...,ep-i) et tout morphisme / : Cp ^ e^ il existe un 
foncteur /* : symp(Lp+i, ei, ..., e' ) — > symp(Lp+i, ei, ..., Cp) tel qu'il existe un 
isomorphisme 

satisfaisant la condition de 1— descente 

{Id * c(/, g) o c{fg, h) = c(g, h)*Ido c{f, gh) 

Supposons que la dimension de Li est /i, la dimension de Li est /i + « — 1. 
On va noter par Di les germes en des fonctions diffcrentiables de IR i+*^^ 
qui s'annuUe a I'origine. L'holonomie en Xi munie Di d'une structure de ■ni{Li) 
module en posant: 

1° f = f °KAi~^) 

La difFcrentielle di en I'origine induit un isomorphisme: 

d* : if 1(^1 (L,), A) -^ H\tt,{L,),T*1R''+'-^) 

Les classes d'isomorphismes de feuilletages dont l'holonomie est h^^ sont 
classifiees par d*~^{[h\7.]). 

Etant donne une section globale e^ de symp{Li) classifiee par la classe Ci G 
H^{ni{Li), Di), on va determiner le cocycle classifiant des sections globales de 
symp{Li^i) qui donnent lieu a e^. 

La surjection Tri{Li^i) — > ■Ki{Li) et le diagramme commutatif (1) induisent 
le diagramme suivant: 

lii gi i ■ 

H\^^{L,),D,) ^ H\^^{L,),m''+'-^) 

L'image des cocycles classifiant des elements de symp{Li^i) par fi est q. 

Soient 71, ...,7;j+i_i les generateur de Tri{Li), on supposera que si j < i, 
71, ...,7;j+j_i sont les generateurs de 7ri(Lj). Remarquons puisque nous avons 
suppose que (i2, Vls) est fibre en cercle au-dessus de (Li, Vi,j), on pent sup- 
poser que ft,j:2 (7^1+1) est I'identite, c'est a dire est le generateur de 7ri(L2) qui 
preserve la fibre du fibre en eerie. 

Soit ci le cocycle qui definit la classe d'isomorphisme du germe C/i, 01(71) 
est le germe d'une fonction difFerentiable definit sur IR ^ . Soit 7' un clement 
de TTi{L2) au-dessus de 71, 02(7') est le germe d'une fonction difFerentiable de 
IR^^^^ au-desssus de 01(71). 

Considcrons L{hi), l'holonomie lineaire de la variete afhne (LjjVl.), et 
ecrivons 1?'^+^ = K'^ ® M. Pour tout element 7 S 7ri(L2), L{h2{j)) depend de 
^2(7) ct de la projection de L{h2{"/)) sur Kej^+i parallelement a IR ^ qui est un 
cocycle d2 qui est un cocycle pour Taction triviale de tti{L2) sur iRej^+i. 
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Nous allons supposer que les holonomies sont linearisables dans des voisi- 
nage des feuilles Li. Nous allons determiner les relations entre les cocycles qui 
definissent les elements de symp{L2,ei) et le cocycle classifiant de ei. 

Pour tout element e2 de symp{ei,L2), nous allons determiner les relations 
entre son cocycle classifiant et celui de ei. 

Pour tout element 7 de 7ri(Li), on considcrc une fonction 02(7) de iR 
au-dessus de 01(7) ceci signific qu'il existe une fonction /2(7) telle que 

C2(7) = Cl(7)(xi, ..,Xl^) + f2(.l)(.Xl^ + i) 

et pour 7ii+i, on considcrc un clement C2(7;i+i) qui se projette sur 0, c'est 
a dire une fonction de x/j^+i la li + 1— cooedonnee. Le fait que C2 soit un cocycle 
implique que: 

C2(7ii+i7) = C2(7;i+i) + 02(7) 
Pour tout clement 7 de ■ki{L2), 

02(77') = 02(7) + 702(7') = 

Cl(P2(7)) + 72(7) +P2 (7)01(^2(7)) + /2(7') O C?2(7) 

Ceci implique que 

72(77') = 72(7) + /2(7') ° d2{l) 

Plus generalement, le cocycle Ci{h) d'un element de symp(Li) est determiner 
par un germc dc fonction diffcrentiablc fi{h) de Mei-^+i-i tel que 

c,(;i)(7)-c,_i(p,(7) + /,(/i)(7) 
qui satisfait 
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